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Calibración 1.
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Calibración 1.

Modelo Matemático

Considere el siguiente problema:

d2T (x)

dx2
+ ω2T (x) = 0 x ∈ [0, 1] (1)

T (0) = 1

T (1) = 1

cuya solución anaĺıtica es: T (x) =
1− cos(ω)

sin(ω)
sin(ωx) + cos(ωx)

donde ω = constante.
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Calibración 1.

Modelo Numérico

Recordemos que la segunda derivada se puede aproximar como sigue (véase la
figura como referencia):

d2T

dx2

∣∣∣∣
i

=
Ti+1 − 2Ti + Ti−1

h2
+O(h2) (2)

Usando (2) en (1) obtenemos

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

h2
+ ω2Ti = 0

que podemos escribir como:

−Ti+1 + (2− ω2/ri)Ti − Ti−1 = 0

donde ri =
κi
h2

y en este caso κi = 1, ∀i.
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Calibración 1.

Modelo Numérico

El sistema lineal para este caso, para cualquier N , es:



2− ω2/r −1 0 0 . . . 0
−1 2− ω2/r −1 0 . . . 0
0 −1 2− ω2/r −1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . 0 −1 2− ω2/r −1
0 . . . 0 0 −1 2− ω2/r


︸ ︷︷ ︸

A
N×N



T1

T2

T3

...
TN−1

TN


︸ ︷︷ ︸

TN

=
1

r



S1

S2

S3

...
SN−1

SN


+



TA

0
0
...
0
TB


︸ ︷︷ ︸

bN

donde r =
κ

h2
y Si = 0, ∀i.
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Calibración 1. Ejercicio 3.

Ejercicio 3.

Usando como base el código del Ejercicio 2, resuelva el sistema lineal de este
problema de calibración. Para ello utilice el notebook E03 Calibracion1.ipynb, del
repositorio Mixbaal. Note que ya existe la siguiente función:

def buildMatrix(N, d):

Esta función construye la matriz del sistema y recibe como parámetros el tamaño
del sistema N y el contenido de la diagonal principal, d, de la matriz, que en este
caso debe ser: 2− ω2/r. Realice lo siguiente:

1 Agregue una celda para definir los parámetros f́ısicos y numéricos del problema
(de manera similar al ejercicio 2).

2 Agregue una celda para resolver el sistema lineal. Observe que en este caso la
construcción de la matriz deberá realizarse como sigue:

A = buildMatrix(N, 2 - w**2/r)

3 Reproduzca la gráfica de la siguiente página en donde se usó ω = 2.5π.

w = 2.5 * np.pi
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Calibración 1. Ejercicio 3.

Solución:
T = [ 1. 1.30272968 1.43942855 1.39267454 1.16842639 0.79526416

0.32074678 -0.19464927 -0.68523757 -1.08849344 -1.35302256 -1.44511112

-1.35302256 -1.08849344 -0.68523757 -0.19464927 0.32074678 0.79526416

1.16842639 1.39267454 1.43942855 1.30272968 1. ]
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Calibración 1. Ejercicio 3.

Ejercicio 3.

4 Agregue una celda con la implementación de la solución exacta:

def solExact(x, w):

return ((1.0 - np.cos(w))/np.sin(w)) * np.sin(w * x) + np.cos(w * x)

5 Calcule la solución exacta, compare con la solución numérica calculando la
norma L-2 del error absoluto y reproduzca la gráfica de abajo:

Error = np.linalg.norm(solExact(x,w) - T, 2) # Norma L-2 del error absoluto

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

−2

−1

0

1

2

3

T

Ecuación : ∂2u(x)/∂x2 = ω2u(x); u(a) = u(b) = 1

Sol. Anaĺıtica : u(x) = 1−cos(ω)
sin(ω) sin(ωx) + cos(ωx)

Sol. Numérica : E(h = 0.0454545) = 0.1165
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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman

Modelo Matemático

Considere el siguiente problema:

d2u(x)

dx2
= ex x ∈ [0, 1]

du

dn
(0) = 0

u(1) = 3

cuya solución anaĺıtica es: u(x) = ex − x− e+ 4

A continuación mostramos cuatro aproximaciones que se pueden usar
para incorporar las condiciones de tipo Neumman en el sistema lineal.
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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman Aproximación I.

Aproximación de primer orden, sistema de (N + 1)× (N + 1)

u0 = A
u0 − 2u1 + u2 = r−1f1

⇒ −2u1 + u2 = r−1f1 −A

∂u

∂n

∣∣∣∣
N+1

= B =⇒ uN+1 − uN

h
= B

=⇒ −uN + uN+1 = hB

=⇒



−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
0 . . . 1 −2 1 0
0 . . . 0 1 −2 1
0 . . . 0 0 −1 1


︸ ︷︷ ︸

(N+1)×(N+1)



u1

u2

...
uN−1

uN

uN+1


=

1

r



f1

f2

...
fN−1

fN
0


+



−A
0
...
0
0
hB



donde f(x) = ex, por lo tanto f(xi) = fi = exi
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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman Aproximación II.

Aproximación de primer orden, sistema de N ×N

u0 = A
u0 − 2u1 + u2 = r−1f1

⇒ −2u1 + u2 = r−1f1 −A

∂u

∂n

∣∣∣∣
N+1

= B =⇒ uN+1 = hB + uN

uN−1 − 2uN + uN+1 = r−1fN

⇒ uN−1 − uN = r−1fN − hB

=⇒



−2 1 0 0 . . . 0
1 −2 1 0 . . . 0
0 1 −2 1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 1 −2 1
0 0 0 0 1 −1


︸ ︷︷ ︸

N×N



u1

u2

u3

...
uN−1

uN


=

1

r



f1

f2

f3

...
fN−1

fN


+



−A
0
0
...
0
−hB


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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman Aproximación III.

Aproximación de segundo orden usando tres puntos

u0 = A.
u0 − 2u1 + u2 = r−1f1

⇒ −2u1 + u2 = r−1f1 −A

∂u

∂n

∣∣∣∣
N+1

=
1

h

(
1

2
uN−1 − 2uN +

3

2
uN+1

)
= B

=⇒



−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
0 . . . 1 −2 1 0
0 . . . 0 1 −2 1
0 . . . 0 1

2
−2 3

2


︸ ︷︷ ︸

(N+1)×(N+1)



u1

u2

...
uN−1

uN

uN+1


=

1

r



f1

f2

...
fN−1

fN
0


+



−A
0
...
0
0
hB


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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman Aproximación IV.

Aproximación de segundo orden con diferencias centrales

u0 = A.
u0 − 2u1 + u2 = r−1f1

⇒ −2u1 + u2 = r−1f1 −A

uN − 2uN+1 + uN+2 = r−1fN+1

∂u

∂n

∣∣∣∣
N+1

=
(uN+2 − uN )

2h
= B =⇒ uN+2 = 2hB + uN

=⇒ uN − uN+1 =
1

2r
fN+1 − hB

=⇒



−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
0 . . . 1 −2 1 0
0 . . . 0 1 −2 1
0 . . . 0 0 1 −1


︸ ︷︷ ︸

(N+1)×(N+1)



u1

u2

...
uN−1

uN

uN+1


=

1

r



f1

f2

...
fN−1

fN
fN+1/2


+



−A
0
...
0
0
−hB


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Calibración 2: Condiciones tipo Neumman Ejercicio 4.

Ejercicio 4.

1 aaa
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Calibración 3: conductividad variable

Modelo Matemático y Numérico

Considere la ecuación de Poisson con κ variable y condiciones de frontera de tipo
Dirichlet:

d

dx

(
κ
du

dx

)
= f con κ = κ(x) (3)

Definimos g = κ
du

dx
por lo tanto

d

dx

(
κ
du

dx

)
=
dg

dx
. Esta derivada se puede

aproximar como sigue (véase la figura):

dg

dx

∣∣∣
i

=
gi+ 1

2
− gi− 1

2

h
=

[
κ du

dx

]
i+ 1

2
−
[
κ du

dx

]
i− 1

2

h
(4)

[
κ
du

dx

]
i+ 1

2

= κi+ 1
2

[ui+1 − ui

h

]
=

1

h

[
κi+ 1

2
ui+1 − κi+ 1

2
ui

]
(5)

[
κ
du

dx

]
i− 1

2

= κi− 1
2

[ui − ui−1

h

]
=

1

h

[
κi− 1

2
ui − κi− 1

2
ui−1

]
(6)
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Calibración 3: conductividad variable

Modelo Numérico

Usando (4), (5) y (6) en (3) obtenemos:

1

h2

[
κi+ 1

2
ui+1 − (κi+ 1

2
+ κi− 1

2
)ui + κi− 1

2
ui−1

]
= fi (7)

Condiciones de frontera tipo Dirichlet: u0 = A y uN+1 = B

i = 1 =⇒ κ1+ 1
2
u2 − (κ1+ 1

2
+ κ1− 1

2
)u1 = h2f1 − κ1− 1

2
A

i = N =⇒ −(κN+ 1
2

+ κN− 1
2
)uN + κN− 1

2
uN−1 = h2fN − κN+ 1

2
B

Donde κi+ 1
2

y κi− 1
2

se pueden aproximar de varias maneras, por ejemplo:

Promedio aritmético: κi+ 1
2

=
κi+1 + κi

2
y κi− 1

2
=
κi−1 + κi

2

Media armónica: κi+ 1
2

=
2κi+1κi

κi+1 + κi
y κi− 1

2
=

2κi−1κi

κi−1 + κi
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Calibración 3: conductividad variable Ejercicio 5.

Ejercicio 5.

Reproducir los siguientes casos:

1 L = 1, N = 50, A = 2.0, B = 1.0, κ = |sin(4πx)|

2 L = 1, N = 50, A = 2.0, B = 1.0, κ = random(x)
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