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Ny /s § RN T \{0DELO CONCEPTUAL

EcuaciON DE ONDA: MODELO CONCEPTUAL

Objetivo: Modelar el movimiento de una cuerda sujeta en ambos
extremos y con una condicién inicial como la que se muestra en la
figura B.
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EcuaciON DE ONDA: MODELO MATEMATICO

® La ecuacién de onda estd dada por la ecuacion diferencial

0%u 0%u
w(l}t) —OLQ@(I7t) = O, 0 <xr< L, t> 0
donde o es una constante que depende de las condiciones fisicas del

problema.

® Condiciones de frontera (la cuerda estd fija en ambos extremos):

u(0,t) = 0 parat >0,
u(l,t) = Oparat >0,
® Condiciones iniciales:
u(x,0) = f(x), para0 <2z <L (Forma inicial de la onda)
0
8—1;(90, 0) = g(x), para0 <z <L (Velocidad inicial de la onda)
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EcuaciON DE ONDA: MODELO NUMERICO

Definimos lo siguiente:
® Particién del dominio fisico (construccién de la malla):

® Definimos un entero N > 0 que representa el nimero de incégnitas
en el eje x
® (Calculamos el espaciamiento mediante: h = L/(N + 1).

® Paso de tiempo y el nimero de pasos de la simulacién:

® Definimos h; > 0 como paso de tiempo®.
® Definimos IV; como el nimero total de pasos de simulacién.
® Calculamos T},.. = h: * Ny que es el tiempo total de simulacion.

® Podemos entonces calcular:

® p;,=ixhparai=0,1,.... N+ 1y
® t,=nxh, paran=01,...,N;

® Notacién:

® u(wi,ty,) =ujpparai=0,1,.... N+1yn=0,1,..., Ny

'Este ntiimero debe cumplir ciertos criterios de estabilidad del métodos
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EcuaciON DE ONDA: MODELO NUMERICO

Z
1

5 h=1/(N+1) h=t -t
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ECUACION DE ONDA

escribe como:

(i, ty :O7
Y (it)

® La ecuacién de onda en un punto de la malla (espacial y temporal) se
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ECUACION DE ONDA

® Cada término de la ecuacién lo aproximamos como sigue:
TR TGRS B s ) bulrtoos) 4 oiuy
_ Uing1 — Q?Zzzn + Uin—1 +O(h2)
t
F(auty = Mt ZBEeb) Funoih) y oge)
_ Uitan 2?;;; + Ui—1,n +Oh?)
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EcuaciON DE ONDA: MODELO NUMERICO

® Sustituyendo las ecuaciones en diferencias en la ecuacién diferencial y
despejando u; 41 se obtiene:

Uimr1 = 2(1 = Mg + N (Wig10 + Uim1m) — Uin1 (1)
donde A =ahi/hconi=1,...,.Nyn=1,...,N; — 1

® La ecuacién (1) requiere de condiciones iniciales y de frontera:

w0 = f(z;) parai=1,...,N (cond. inicial)
upy, = 0 paraj=1,...,N; (cond. de frontera)
Uyyn = 0 paraj=1,..., N (cond. de frontera)

® E] algoritmo empieza en n = 1 para calcular u; o para todas las i’s:

L4 Uq,2 = 2(1 — )\2>11,,,;’1 + )\2(11,1‘_;,_131 + “i—l,l) — U0
® Ls decir, necesitamos conocer u; o y u;,1, para calcular u; o.
® u; o estd dado por las condiciones de iniciales.

. Cémo obtenemos u; 7
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EcuaciON DE ONDA: MODELO NUMERICO

® Para calcular u;; definimos el siguiente problema de valor inicial:

ou
a—:(m,()) =g(z), para0 <z < L

Obsérvese que este problema representa la velocidad inicial de la onda y

es una condicion inicial del problema.
@ Usando Forward Euler (O(h)) tenemos que:

Uq,1 — Uq0
. 9i = ’ U1 = Ui 0 + NeGi
t

® Otra forma que proporciona una precisién de O(h3) es:

)\2
uig = (1= A)uio+ £l [Wit1,0 + wi—1,0] + Pegi
/\2
— uin = (1= X)f(z)+ 5 [f(wi1) + f(xio1)] + hegi

donde f(x) es la condicién inicial (forma inicial de la onda).

En ambos casos parai=1,...,N.
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EJERCICIO 12: ECUACION DE ONDA

Implementar la solucién numérica de la ecuacién de onda, presentada antes, con los

siguientes parametros:

Este

Longitud del dominio, L = 1.

Numero de incégnitas N = 20.

Tiempo méximo de simulacién T},q0 = 1.

Paso de tiempo 0.05.

Parametro « igual a 2.

Condiciones de frontera tipo Dirichlet igual a cero.
Condicién inicial: u(z,0) = f(z) = sin(7wz).
Velocidad inicial: g(z) =0

ejemplo tiene la siguiente solucién analitica: u(z,t) = sin(7z) cos(27t)

Entrege su cédigo documentado en una notebook de nombre
E12_EcuacionDe(Onda. ipynb.

> (IGEF-UNAM) PAPIME-PE101019 2019-2021

15 /26



EJercicio 12.

EJERCICIO 12: SOLUCION

Definicién de los parametros del problema:
® Tamano del dominio L y nimero de incégnitas N.

® Tamano de paso del tiempo, tiempo total de simulacién 7,4 y nimero total
de pasos NVg.

Datos fisicos: .

® (Célculo de algunas constantes: h, N: y A.

L=1 # Longitud del dominio

N =09 # Numero de incognitas internas

Tmax = 1.0 # Tiempo maximo de simulacion

ht = 0.05 # Paso de tiempo

alpha = 2 # Dato fisico

h =L / (N+1) # Tamanio de la malla espacial

Nt = int(Tmax / ht) # Numero total de pasos

lamb = alpha * ht / h # Parametro lambda

Tmax = Nt * ht # Tiempo total de simulacion
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EJercicIO 12.

EJERCICIO 12: SOLUCION

Definicién de algunas funciones:

® Condicién inicial: f(x). ST I
® Velocidad inicial de la onda: g(z). ot o ;

® Condiciones iniciales.
® Solucién exacta.

def f(x):
return np.sin(np.pi * x)

def g(x):
return 0

def solExacta(x, t):
return np.sin(np.pi * x) * np.cos(2 * np.pi * t)

def calcError(sol_n, sol_e):
return np.abs(sol_n-sol_e)

def condicionesIniciales(l, ht, u, x, op=1):
N = len(u)
w = np.zeros (N)
for i in range(1,N-1):
if op == 1:
wlil = ul[il + ht * g(x[il)
else:
wlil = (1 - 1**2) * ul[i]l + 0.5 * 1x*2 x (uli+1] + u(li-1]) + ht * g(x[il)
return w
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0 12: SOLUCION

EJercicio 12.

Checar las condiciones iniciales

x =
u =
w =
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

# Coordenadas
# Condicion
ht, u,

np.linspace (0,L,N+2)
£(x)

condicionesIniciales (lamb,
suptitle(’Ecuacionudeuonda’,
plot(x, u,’ro--’, 1lw = 1, label =
plot(x, w,’kx--’, 1lw = 1, label =

ylabel (’$u(x,t)$’)
xlabel (’$x$°)
savefig(’condicion_03.pdf’)

X,
fontsize=14)
"$u_{i,0}$")
"$u_{i,1}$")
title(’Condicionesiniciales_ $\mathcal{0}(h_t)$’,

de la malla

inicial

op=2) # Euler :op = 1

color=’blue’, fontsize=12)

ulx, t)

Ecuacién de onda
Condiciones iniciales O(h;)

Ecuacién de onda
Condiciones iniciales O(h?)
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EJercicio 12.

EJERCICIO 12: SOLUCION

® (Célculo de la solucién numérica:
_ 2 2
Usntr1 = 2(1 — A )uUin + A (Uit1,n + Ui—1,n) — Uin—1

parat=1,....Nyn=1,..., Ny — 1

def solver(u, w, N, x, Nt, 1):
s = np.zeros(N)
for n in range(1,Nt):
for i in range(1,N+1):
s[i]l = 2 * (1 - 1%%2) * wl[il] + 1**2 x (w[i+1] + w[i-1]) - ulil
u = w.copy()
w = s.copy()

PILE o plaE (=@, P ==7)
return s
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EJercicio 12.

Célculo de la solucién con condicién inicial O(hy):
w = condicionesIniciales(lamb, ht, u, x, op = 1) # Euler :op = 1
s = solver(u, w, N, x, Nt, lamb)
Ecuacién de onda
Solucién (O(hy))
1.5
-@®- Ujo
== Uj1
1.0 g —— Exacta
,""' e ° o \\!\ ® Numérica
0.5
=)
X 0.0
E]
—-0.541
-1.04
=15 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
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EJercicio 12.

EJERCICIO 12: SOLUCION

Célculo de la solucién con condicién inicial O(h3):

w = condicionesIniciales(lamb, ht, u, x, op = 2) # 0(h~3) :op = 2

s = solver(u, w, N, x, Nt, lamb)
Ecuacién de onda
Solucién (O(h?))
15
-®- Ujo
=%- Uj1
1.04 R S - Exacta
® Numérica
0.5
=
x 0.01
=1
054
_10-
-1.5 T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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EcuAciON DE ONDA: ESTABILIDAD DEL ALGORITMO

EJERCICIO 12: SOLUCION

® El método es de orden O(h* + h3).

® El método converge cuando las funciones f y g son suficientemente
diferenciables.

® El método explicito presentado aqui es condicionalmente estable.
® Se requiere que A = ahy/h < 1 para obtener estabilidad.

® En nuestro ejemplo de calibracién se tiene que o« = 2, hy = 0.05y h = 0.1 lo
que implica que A = 1.
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