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© N OR MoDELO CONCEPTUAL

., QUE ES LA CONVECCION DE CALOR? [1]
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La transferencia de calor por conveccién consiste de dos mecanismos:

® Difusién: transferencia de energia debida al movimiento aleatorio
molecular (difusién).

® Adveccion: movimiento de un fluido.
En la conveccién, el movimiento de un fluido en la presencia de un gradiente

de temperaturas, es lo que genera la transferencia de, calor.
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CONVECCION DE CALOR

Transferencia de calor por conveccién.
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(a) Forced convection. (b) Natural convection. (c¢) Boiling. (d) Condensation.
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MODELO MATEMATICO

CONVECCION DE CALOR

ECUACION “GENERAL” DE TRANSPORTE DE CALOR

(1)

Simbolo Unidades
Parametros fisicos
Cp Capacidad calorifica especifica. [J / Kg °K]
P Densidad. [Kg / m?)
K Conductividad térmica. [W / m °K]
S Ganancia (fuente) o pérdida (sumidero) de calor [J/m? s
a =" Difusividad térmica. [m?/s]
CppP
Variables independientes
x; Coordenadas de la posicién: (z1,z2,23) = (2,9, 2). [m]
t Tiempo. [s]
Variables dependientes
T Temperatura. [°K]
w; Componentes de la velocidad: (u1, w2, uz) = (Ug, Uy, uz). [m/s]
PAPIME PE101019 20192021 8/30
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CONVECCION DE CALOR

Consideramos p = constante (fluido incompresible) y ¢, = constante, entonces
nuestra ecuacion para la conveccién no estacionaria, en 1D, es:

0 oT
a%*x(“ﬂ‘a(“%)—c?

donde @ = %
P

Entonces, el problema que vamos a considerar es el siguiente:

TA\ L

0 oT
E + 8733 ( ) 87‘% (CX%) = Q
T(z =0) Ta
T(z=1L) Ts
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CONVECCION DE CALOR MODELO NUMERICO

CONVECCION ESTACIONARIA: DIFERENCIAS CENTRADAS

Comenzamos con el caso estacionario, de tal modo que la ecuacién (2) se transforma

en:
LT T
dx dx?

Q

Discretizacion:

o
N
w
S

I T T N

d°T(x)|  T(@—h)—2T(@)+T(x+h) Tio1—2Ti+Tipa
dz? i~ h2 - h?
dT(’L’) T(QZ —+ h) — T(T — h) Ti+1 — Ti—l .
2 = Dif. 1
pral 57 57 (Dif. centrales)

Sustituyendo (4) y (5) en (3):

Tir — Ty Ty 1 — 2T + T, .
ui(%)—ai(l——m):Qi parai=1...N.

h2
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CONVECCION DE CALOT

( U Ki

20
2h ﬁ) Tiva +

u
S+ (-4
B2 +
Esta es una aproximacién de orden O(h?)
Definiendo: b; =

oh Z;)TZ 1 =Q; parai=1 N
_ + & c; = —|— — va b; + ¢; podemos escribir
oh T 2@ h gy ei= P
biTiv1 +a, s —eiTioi =Q; |parai=1...N
Sistema Lineal
ay —by 0 0 0 Ty
—ca as —bo . 0 0 Ty
0 0 —CN-1 QaN-1
0 0 0

—bn_1
an

Q1+ coTa
_bN

Q2
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CONVECCION DE CALOR MODELO NUMERICO

CONVECCION ESTACIONARIA: UPWIND

La aproximacién a la primera derivada dada en la ecuacién (5) es de segundo orden
pero puede causar oscilaciones numéricas. Una alternativa es usar una aproximacion

de primer orden, que se basa en la direccién de la velocidad:
i >0 i

B ] = B ] =
it i it 1 AEd i it 1
h h h h
dT(z)| Ty —Tiy dT(z)| _ Tip1 —Ti
do li ™~ h do i h
T, —T;_ T, 1 —2T; +T;
Para u; > 0 : w <%> . (Hh—;*“rl) -
(677 (77 2C!i Uq (77
== (_ﬁ) Tiv1 + <;+ 2 )Ti+ (—;—ﬁ) Ti—1 Qi (7)
T; —T; Ti—1 —2T; +T;
Paraw; <0: (%) o (Ilh—;*Hl> O
u; o, u; 200 a;
= (; - th) Tit1 + <*; +92 > T; + (7ﬁ> Ticn = Qi (8)
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SIONPIRINIO I MODELO NUMERICO

CONVECCION ESTACIONARIA: UPWIND

Definimos:

® ce; = maximo(—u;/h,0) ® cw; = maximo(u;/h,0)
® Siu; >0:ce;=0 ® Siu; >0:cw; =u;/h
® Siwu; <0:ce; =—ui/h ® Siu;<0:cw; =0

Por lo tanto:

Para u; >0 (—cei — %) Tiv1 + (% + ;; ) T; + <_CWi - %) Tic1 = Qs

Para u; <0 (—Cei - %) Tiv1 + (—% + hO; > T + (—Cwi - %) Ti1=Qs

Podemos entonces escribir una sola ecuacién como sigue:

’ —biTip1 + ai Ty — ciTi1 = Qi

parai=1...N

dondebi:ceiJr%,ci:cwiJr%yai:b¢+ci

En este caso el sistema lineal es similar al descrito en la ecuacién (6).
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CONVECCION DE CALOR EJERCICIO 13: CONVECCION ESTACIONARIA

EJEMPLO 13: CONVECCION ESTACIONARIA

Considere el siguiente problema:

0 0 oT
cppa (uT) — e (n%) = 9 - —_ -
T(O) — x=0 x=1
T(L) = 0

Implementar la solucién numérica con diferencias finitas en Python con los
siguientes datos: L = 1.0 [m], ¢, = 1.0 [J / Kg °K], p = 1.0 [kg/m?], x = 0.1 [kg/m
s], S =0y para:

® u=0.1[m/s], con 6 nodos.
® v = 2.5 [m/s], con 6 nodos.
® v =2.5[m/s], con 20 nodos.

En todos los casos comparar los esquemas de diferencias centradas y upwind
para la aproximacién de la primera derivada. Reproduzca las graficas de la pagina
16.

Entregue su cédigo documentado en una notebook de nombre E13_ConvEst. ipynb.
v
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EJERCICIO 13: CONVECCION ESTACIONARIA

Hint: Observe que tiene que construir un sistema lineal como el siguiente:

al —b1 0 500 0 0 Ty Q1+ coTn
—c2 a2 —ba 0 0 1> Q2
0 0 —cNv-1 an-1 —by—1 Tn-1 QN-1
0 50 0 0 an —by Tn QN +bn11TB
Con los siguientes coeficientes:
o Dif . tradas: b — — 4 4 % Wi s )
iferencias centradas: i = o ﬁ’cl_ﬁ+ﬁyal_ 5 = @5

pwina: z—Ceerﬁ,Cz—CWerﬁyaz— i + C;.

Note que en este caso o = 0.1 [m?/s].

exp (M) -1
Solucién Analitica: | T(z) = ——~=<—— (Tt — To) + To
exp (’“;L> -1
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CONVECCION DE CALOR

Discretizacién:

Consideramos ahora conveccién con dependencia temporal

or orT 02T
- + u— — —
ot oz

ol
Ox2
0

=Q
1 2 3 4 5
T4 I
1—1 1 i+1
R h h R h
*T(z,t)|»  T(x—ht)=2T(x,t) + T(x +h,t) Ty —2T7 + T, (10)
de? i 7 h2 - h2
I (x,t)m  T(e+ht)=T(—ht) T -1,
de i 2h - 2h
T(x,t)n _ T(x,t)=T(x,t—hy) TP—T7"
E ht B hy
MCS (IGEF-UNAM)
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CONVECCION DE CALOR

Sustituyendo las ecuaciones (10), (11) y (12) en (9) obtenemos:
T -1t

T Th, =T, o T, =21 + T, O
ht ‘ 2h ‘ h2 !
= | =0T +aiT" — ;T =Q,+1r ! | parai=1...Nyn=1...N;
hiu; hia hiu; hio; 2hta;
dondebi:—2h1+ h2l,ci— 2h1+ h2z a; = h21+1=bi+ci+1
Sistema lineal:
ay —by 0 . 0 0 Al
—co as —bo 0 0 s
6 O- —cN-_1 aN.—l
0 0 0

EF-UNAM)
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0
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CION DE CALOR EJERCICIO 13: CONVECCION ESTACIONARIA

CONVECCION NO ESTACIONARIA: UPWIND

Definimos:

® ce; = maximo(—u;/h,0) ® cw; = maximo(u;/h,0)
® Siu;>0:ce;=0 ® Siu; >0:cw; =u;/h
® Siwu; <O0:ce;=—ui/h ® Siu; <0:cw; =0

Al igual que en el caso estacionario podemos entonces escribir una sola ecuacién
como sigue:

—biTiJrl +a;T; —c;Ti—1 = Ql parai=1... N

donde b; = hice; + ;L—Zy, ci = hiew; + ;L—(; yva; =b; +c¢ + 1.

En este caso el sistema lineal es similar al descrito en la ecuacién (13).
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CONVECCION DE CALOR EJERCICIO 14: CONVECCION DEPENDIENTE DEL TIEMPO

EJERCICIO 14: CONVECCION DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Considere el siguiente problema:

or . ar 9T

ot u 9z Yoz @
T(0,t) = 1 para 0 <t < Thae
T(L,t) = 0 para 0 <t < Tmae
T(z,0) = 0 para 0<z<L

Implementar la solucién numérica con diferencias finitas en Python con los
siguientes datos: L = 2.5 [m], ¢, = 1.0 [J / Kg °K], p = 1.0 [kg/m?], x = 0.1 [kg/m
s], S =0, hy = 0.002 y para:

® v =1.0 [m/s], con 6 nodos.
® v =2.5 [m/s], con 6 nodos.
® u = 2.5 [m/s], con 20 nodos.

Entregue su cédigo documentado en una notebook de nombre E14_ConvNoEst . ipynb.
v
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ay —by 0 0 0 T 1a Q1 coTa
—c2 az —ba 0 0 s Ty Q2 0

: % : = : + : +

0 0 —cN—1 anN-1 —bn-_1 TN _1 TR, QN-1 0

0 0 0 an —bn g T @y bn+1TB

Con los siguientes coeficientes:
. . heug  heoy heug  heoy
® Diferencias centradas: b; = — o + e @ = o + 2 ya,=b;+c + 1.
. htai htai
¢ Upwind: b; = hice; + G 6= hicw; + Y 0= s 4 @ 4 1o

Note que en este caso a = 0.1 [m?/s].

Soluciéon Analitica:

—ut

T(z,t) = 0.5 {erfc (T

2V Kt

T + ut

2/ kit

)

)+ exp (A2 ente

v
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ICS

(IGEF-U

PAPIME-PE101019

DA
2019-2021 22 /30



PROBLEMA NO ESTACIONARIO: ADVECCION PURA

Encontrar u(z,t) que cumpla:

0 0
UL 8 0, para a<z<b, y 0<t<Tha.
ot ox

® Cond. inicial: u(z,0) = n(z) ( + conds. de frontera = sol. unica).
® Problema de Cauchy (PVI):

¢ —o<zr<x

® Solo requiere de la condicién inicial.

¢ Fl perfil inicial se mueve a velocidad ¢, es decir: u(z,0) = n(x —cx*t)
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ADVECCION PURA

® Orden de aprox. O(Az= + At):

=g = S g )
® Lax-Friedrichs Method
WP = L () — Dy )
® [eapfrog Method
wpt == Sl )
® Laz-Wendroff Method :
up ™=l — 02_};; (uis

©LMCS (IGEF-UNAM)
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ESQUEMAS DE APROXIMACION PARA ADVECCION

e Upwind ¢ > 0 (Estabilidad: 0 < < < 1):

T =y — che (u —u} )

1 T 2h
* Upwind ¢ < 0 (Estabilidad: —1 < < < 0):

nt+tl _ . n chy n n
U =Y —%(um—ui)

® Beam-Warming ¢ > 0 (Estabilidad: 0 < 4 < 2);
Cht 2h2

u?“ = — o (3u? e R S T ) + W ( P 2uig + u?—2)

® Beam-Warming ¢ < 0 (Estabilidad: —2 < @ <0):

ch 2h2 )
U?H =ui — 2};( 3ui + dujly _U?+2)+7( ;L_Qu?+1+uf+2)

2h?
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DIFUSION NUMERICA

En el método de Lax-Friedichs podemos escribir:

1 1
B (ul g +ulyy) =ul + 3 (uy = 2uf + ufyy)
Con lo que obtenemos:
, ch 1
ul Tt =l — 2—}2 (uly —ulq) + 3 (uly = 2ul +ufyy)

Que se puede rearreglar como:

urtt — e uip — U\ B2 fupy = 2u) gy,
hy 2h 2hy h?

Esta dltima discretizacién es similar a la obtenida de una ecuacién como:
ou . ou 9%u
Ll 2t
ot Ox Ox?’

Para el método de Upwind: € = ch/2.
Para el método de Lax-Wendroff: € = ¢?h, /2.
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