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Convección de calor Modelo Conceptual

MODELO
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Convección de calor Modelo Conceptual

¿Qué es la convección de calor? [1]

La transferencia de calor por convección consiste de dos mecanismos:

• Difusión: transferencia de enerǵıa debida al movimiento aleatorio
molecular (difusión).

• Advección: movimiento de un fluido.

En la convección, el movimiento de un fluido en la presencia de un gradiente

de temperaturas, es lo que genera la transferencia de calor.
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Convección de calor Modelo Conceptual

¿Qué es la convección de calor? [1]

Transferencia de calor por convección.

(a) Forced convection. (b) Natural convection. (c) Boiling. (d) Condensation.
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Convección de calor Modelo Matemático

MODELO
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Convección de calor Modelo Matemático

Ecuación “general” de transporte de calor

cpρ
∂T

∂t
+ cpρ

∂

∂xj
(ujT )− ∂

∂xj

(
κ
∂T

∂xj

)
= S (1)

Śımbolo Unidades

Parámetros f́ısicos
cp Capacidad caloŕıfica espećıfica. [J / Kg oK]
ρ Densidad. [Kg / m3]
κ Conductividad térmica. [W / m oK]
S Ganancia (fuente) o pérdida (sumidero) de calor [J/m3 s]

α =
κ

cpρ
Difusividad térmica. [m2/s]

Variables independientes
xj Coordenadas de la posición: (x1, x2, x3) ≡ (x, y, z). [m]
t Tiempo. [s]

Variables dependientes
T Temperatura. [oK]
uj Componentes de la velocidad: (u1, u2, u3) ≡ (ux, uy, uz). [m/s]
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Convección de calor Modelo Matemático

Convección no estacionaria

Consideramos ρ = constante (fluido incompresible) y cp = constante, entonces
nuestra ecuación para la convección no estacionaria, en 1D, es:

∂T

∂t
+

∂

∂x
(uT )− ∂

∂x

(
α
∂T

∂x

)
= Q

donde Q =
S

cpρ
.

Entonces, el problema que vamos a considerar es el siguiente:

∂T

∂t
+

∂

∂x
(uT )− ∂

∂x

(
α
∂T

∂x

)
= Q (2)

T (x = 0) = TA

T (x = L) = TB
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Convección de calor Modelo Numérico

MODELO
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Convección de calor Modelo Numérico

Convección estacionaria: diferencias centradas

Comenzamos con el caso estacionario, de tal modo que la ecuación (2) se transforma
en:

u
dT

dx
− αd

2T

dx2
= Q (3)

Discretización:

d2T (x)

dx2

∣∣∣
i
≈ T (x− h)− 2T (x) + T (x+ h)

h2
=
Ti−1 − 2Ti + Ti+1

h2
(4)

dT (x)

dx

∣∣∣
i
≈ T (x+ h)− T (x− h)

2h
=
Ti+1 − Ti−1

2h
(Dif. centrales) (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3):

ui

(
Ti+1 − Ti−1

2h

)
− αi

(
Ti−1 − 2Ti + Ti+1

h2

)
= Qi para i = 1 . . . N.
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Convección de calor Modelo Numérico

Convección estacionaria: diferencias centradas

( ui
2h
− κi
h2

)
Ti+1 +

2αi
h2

Ti +
(
− ui

2h
− κi
h2

)
Ti−1 = Qi para i = 1 . . . N

Esta es una aproximación de orden O(h2).

Definiendo: bi = − ui
2h

+
αi
h2
, ci =

ui
2h

+
αi
h2

y ai = bi + ci podemos escribir:

−biTi+1 + aiTi − ciTi−1 = Qi para i = 1 . . . N

Sistema Lineal:
a1 −b1 0 . . . 0 0
−c2 a2 −b2 . . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 . . . 0 −cN−1 aN−1 −bN−1

0 . . . 0 0 aN −bN




T1

T2

...
TN−1

TN

 =


Q1 + c0TA

Q2

...
QN−1

QN + bN+1TB

 (6)
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Convección de calor Modelo Numérico

Convección estacionaria: Upwind

La aproximación a la primera derivada dada en la ecuación (5) es de segundo orden
pero puede causar oscilaciones numéricas. Una alternativa es usar una aproximación
de primer orden, que se basa en la dirección de la velocidad:

dT (x)

dx

∣∣∣
i
≈
Ti − Ti−1

h

dT (x)

dx

∣∣∣
i
≈
Ti+1 − Ti

h

Para ui > 0 : u

(
Ti − Ti−1

h

)
− αi

(
Ti−1 − 2Ti + Ti+1

h2

)
= Qi

=⇒
(
−
αi

h2

)
Ti+1 +

(
ui

h
+

2αi

h2

)
Ti +

(
−
ui

h
−
αi

h2

)
Ti−1 = Qi (7)

Para ui < 0 : ui

(
Ti+1 − Ti

h

)
− αi

(
Ti−1 − 2Ti + Ti+1

h2

)
= Qi

=⇒
(ui
h
−
αi

h2

)
Ti+1 +

(
−
ui

h
+

2αi

h2

)
Ti +

(
−
αi

h2

)
Ti−1 = Qi (8)
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Convección de calor Modelo Numérico

Convección estacionaria: Upwind

Definimos:

• cei = máximo(−ui/h, 0)

• Si ui > 0 : cei = 0
• Si ui < 0 : cei = −ui/h

• cwi = máximo(ui/h, 0)

• Si ui > 0 : cwi = ui/h
• Si ui < 0 : cwi = 0

Por lo tanto:

Para ui > 0 :
(
−cei −

αi
h2

)
Ti+1 +

(
ui
h

+
2αi
h2

)
Ti +

(
−cwi −

αi
h2

)
Ti−1 = Qi

Para ui < 0 :
(
−cei −

αi
h2

)
Ti+1 +

(
−ui
h

+
2αi
h2

)
Ti +

(
−cwi −

αi
h2

)
Ti−1 = Qi

Podemos entonces escribir una sola ecuación como sigue:

−biTi+1 + aiTi − ciTi−1 = Qi para i = 1 . . . N

donde bi = cei +
αi
h2

, ci = cwi +
αi
h2

y ai = bi + ci

En este caso el sistema lineal es similar al descrito en la ecuación (6).
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Convección de calor Ejercicio 13: Convección estacionaria

Ejemplo 13: Convección estacionaria

Considere el siguiente problema:

cpρ
∂

∂x
(uT )− ∂

∂x

(
κ
∂T

∂x

)
= S

T (0) = 1

T (L) = 0

Implementar la solución numérica con diferencias finitas en Python con los
siguientes datos: L = 1.0 [m], cp = 1.0 [J / Kg oK], ρ = 1.0 [kg/m3], κ = 0.1 [kg/m
s], S = 0 y para:

1 u = 0.1 [m/s], con 6 nodos.

2 u = 2.5 [m/s], con 6 nodos.

3 u = 2.5 [m/s], con 20 nodos.

En todos los casos comparar los esquemas de diferencias centradas y upwind
para la aproximación de la primera derivada. Reproduzca las gráficas de la página
16.

Entregue su código documentado en una notebook de nombre E13 ConvEst.ipynb.
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Convección de calor Ejercicio 13: Convección estacionaria

Ejemplo 13: Convección estacionaria

Hint: Observe que tiene que construir un sistema lineal como el siguiente:


a1 −b1 0 . . . 0 0
−c2 a2 −b2 . . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 . . . 0 −cN−1 aN−1 −bN−1

0 . . . 0 0 aN −bN




T1

T2

...
TN−1

TN

 =


Q1 + c0TA

Q2

...
QN−1

QN + bN+1TB


Con los siguientes coeficientes:

• Diferencias centradas: bi = −
ui

2h
+
αi

h2
, ci =

ui

2h
+
αi

h2
y ai = bi + ci.

• Upwind: bi = cei +
αi

h2
, ci = cwi +

αi

h2
y ai = bi + ci.

Note que en este caso α = 0.1 [m2/s].

Solución Anaĺıtica: T (x) =
exp

( ρux
κ

)
− 1

exp
(
ρvL
κ

)
− 1

(TL − T0) + T0
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Convección de calor Ejercicio 13: Convección estacionaria

Convección NO estacionaria: diferencias centradas

Consideramos ahora convección con dependencia temporal:

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
− α

∂2T

∂x2
= Q (9)

Discretización:

∂2T (x, t)

dx2

∣∣∣n
i
≈

T (x− h, t)− 2T (x, t) + T (x+ h, t)

h2
=
Tni−1 − 2Tni + Tni+1

h2
(10)

∂T (x, t)

dx

∣∣∣n
i
≈

T (x+ h, t)− T (x− h, t)
2h

=
Tni+1 − Tni−1

2h
(11)

∂T (x, t)

∂t

∣∣∣n
i
≈

T (x, t)− T (x, t− ht)
ht

=
Tni − T

n−1
i

ht
(12)

Para i = 1 . . . N y n = 1 . . . Nt.
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Convección de calor Ejercicio 13: Convección estacionaria

Convección NO estacionaria: diferencias centradas

Sustituyendo las ecuaciones (10), (11) y (12) en (9) obtenemos:

Tni − T
n−1
i

ht
+ ui

(
Tni+1 − Tni−1

2h

)
− αi

(
Tni−1 − 2Tni + Tni+1

h2

)
= Qi

=⇒ −biTni+1 + aiT
n
i − ciTni−1 = Qi + Tn−1

i para i = 1 . . . N y n = 1 . . . Nt.

donde bi = −
htui

2h
+
htαi

h2
, ci =

htui

2h
+
htαi

h2
y ai =

2htαi

h2
+ 1 = bi + ci + 1

Sistema lineal:



a1 −b1 0 . . . 0 0
−c2 a2 −b2 . . . 0 0

.

.

.
.
.
.

.
.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

.
0 . . . 0 −cN−1 aN−1 −bN−1
0 . . . 0 0 aN −bN





Tn
1
Tn
2

.

.

.
Tn
N−1
Tn
N

 =



Tn−1
1
Tn−1
2

.

.

.

Tn−1
N−1

Tn−1
N


+



Q1
Q2

.

.

.
QN−1
QN

+



c0TA
0

.

.

.
0

bN+1TB


(13)
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Convección de calor Ejercicio 13: Convección estacionaria

Convección NO estacionaria: Upwind

Definimos:

• cei = máximo(−ui/h, 0)

• Si ui > 0 : cei = 0
• Si ui < 0 : cei = −ui/h

• cwi = máximo(ui/h, 0)

• Si ui > 0 : cwi = ui/h
• Si ui < 0 : cwi = 0

Al igual que en el caso estacionario podemos entonces escribir una sola ecuación
como sigue:

−biTi+1 + aiTi − ciTi−1 = Qi para i = 1 . . . N

donde bi = htcei +
htαi
h2

, ci = htcwi +
htαi
h2

y ai = bi + ci + 1.

En este caso el sistema lineal es similar al descrito en la ecuación (13).
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Convección de calor Ejercicio 14: Convección dependiente del tiempo

Ejercicio 14: Convección dependiente del tiempo

Considere el siguiente problema:

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
− α∂

2T

∂x2
= Q

T (0, t) = 1 para 0 < t < Tmax

T (L, t) = 0 para 0 < t < Tmax

T (x, 0) = 0 para 0 < x ≤ L

Implementar la solución numérica con diferencias finitas en Python con los
siguientes datos: L = 2.5 [m], cp = 1.0 [J / Kg oK], ρ = 1.0 [kg/m3], κ = 0.1 [kg/m
s], S = 0, ht = 0.002 y para:

1 u = 1.0 [m/s], con 6 nodos.

2 u = 2.5 [m/s], con 6 nodos.

3 u = 2.5 [m/s], con 20 nodos.

Entregue su código documentado en una notebook de nombre E14 ConvNoEst.ipynb.
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Convección de calor Ejercicio 14: Convección dependiente del tiempo

Ejercicio 14: Convección dependiente del tiempo

Hint: Observe que tiene que construir un sistema lineal como el siguiente:



a1 −b1 0 . . . 0 0
−c2 a2 −b2 . . . 0 0

.

.

.
. .

.
. .

.
. .

.
.
.
.

.

.

.
0 . . . 0 −cN−1 aN−1 −bN−1
0 . . . 0 0 aN −bN





Tn
1
Tn
2

.

.

.
Tn
N−1
Tn
N

 =



Tn−1
1
Tn−1
2

.

.

.

Tn−1
N−1

Tn−1
N


+



Q1
Q2

.

.

.
QN−1
QN

+



c0TA
0

.

.

.
0

bN+1TB



Con los siguientes coeficientes:

• Diferencias centradas: bi = −htui
2h

+
htαi
h2

, ci =
htui
2h

+
htαi
h2

y ai = bi + ci + 1.

• Upwind: bi = htcei +
htαi
h2

, ci = htcwi +
htαi
h2

y ai = bi + ci + 1.

Note que en este caso α = 0.1 [m2/s].

Solución Anaĺıtica:

T (x, t) = 0.5

[
erfc

(
x− ut
2
√
κt

)
+ exp

(ux
κ

)
erfc

(
x+ ut

2
√
κt

)]
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Advección pura

Problema no estacionario: Advección pura

Encontrar u(x, t) que cumpla:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, para a ≤ x ≤ b, y 0 ≤ t ≤ Tmax.

• Cond. inicial: u(x, 0) = η(x) ( + conds. de frontera =⇒ sol. única).

• Problema de Cauchy (PVI):
• −∞ ≤ x ≤ ∞
• Solo requiere de la condición inicial.
• El perfil inicial se mueve a velocidad c, es decir: u(x, 0) = η(x− c ∗ t)
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Advección pura

Esquemas de aproximación para Advección (
∣∣ cht
h

∣∣ ≤ 1)

• Orden de aprox. O(∆x2 + ∆t):

un+1
i = uni −

cht
2h

(
uni+1 − uni−1

)
• Lax-Friedrichs Method :

un+1
i =

1

2

(
uni−1 + uni+1

)
− cht

2h

(
uni+1 − uni−1

)
• Leapfrog Method :

un+1
i = un−1

i − cht
2h

(
uni+1 − uni−1

)
• Lax-Wendroff Method :

un+1
i = uni −

cht
2h

(
uni+1 − uni−1

)
+
c2h2

t

2h2

(
uni+1 − 2uni + uni−1

)
(u(x, t+ δt) = u(x, t) + htut(x, t) +

h2
t
2
utt(x, t) + . . . )
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Advección pura

Esquemas de aproximación para Advección

• Upwind c > 0 (Estabilidad: 0 ≤ cht
h ≤ 1):

un+1
i = uni −

cht
2h

(
uni − uni−1

)
• Upwind c < 0 (Estabilidad: −1 ≤ cht

h ≤ 0):

un+1
i = uni −

cht
2h

(
uni+1 − uni

)
• Beam-Warming c > 0 (Estabilidad: 0 ≤ cht

h ≤ 2):

un+1
i = uni −

cht
2h

(
3uni − 4uni−1 + uni−2

)
+
c2h2

t

2h2

(
uni − 2uni−1 + uni−2

)
• Beam-Warming c < 0 (Estabilidad: −2 ≤ cht

h ≤ 0):

un+1
i = uni −

cht
2h

(
−3uni + 4uni+1 − uni+2

)
+
c2h2

t

2h2

(
uni − 2uni+1 + uni+2

)
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Advección pura

Difusión numérica

En el método de Lax-Friedichs podemos escribir:

1

2

(
uni−1 + uni+1

)
= uni +

1

2

(
uni−1 − 2uni + uni+1

)
Con lo que obtenemos:

un+1
i = uni −

cht
2h

(
uni+1 − uni−1

)
+

1

2

(
uni−1 − 2uni + uni+1

)
Que se puede rearreglar como:(

un+1
i − uni
ht

)
+ c

(
uni+1 − uni−1

2h

)
=

h2

2ht

(
uni−1 − 2uni + uni+1

h2

)
Esta última discretización es similar a la obtenida de una ecuación como:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= ε

∂2u

∂x2
, para ε = h2/2ht

Para el método de Upwind: ε = ch/2.

Para el método de Lax-Wendroff: ε = c2ht/2.
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